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L’alge bre associative des chemins d’un carquois fini admet une structure
d’alge bre de Hopf si et seulement si ce carquois est le graphe de Cayley d’un groupe
fini relatif a une application G  N constante sur les classes de conjugaison. La
classification des bimodules de Hopf sur une alge bre de groupe fini fournit la liste
des structures quantiques que l’on peut installer sur ces alge bres des chemins. Les
groupes quantiques associe s a des matrices de Cartan syme triques sont des
quotients de l’alge bre des chemins de graphes de Cayley de groupes abe liens.
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1. INTRODUCTION
Les de veloppements re cents de la the orie des groupes quantiques condui-
sent a tenter de de crire les alge bres associatives non commutatives suscep-
tibles d’admettre une structure d’alge bre de Hopf non cocommutative.
Dans ce travail nous conside rons l’alge bre des chemins d’un carquois Q,
c’est a dire le module libre sur un anneau k dont une base est l’ensemble
des chemins oriente s d’un graphe oriente fini Q muni de la multiplication
de termine e par la concate nation des chemins. Cette k-alge bre est isomorphe
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k-alge bre commutative des applications de Q0 dans k, ou Q0 est l’ensemble
des sommets de Q.
Nous montrons que l’alge bre des chemins d’un carquois fini Q admet
une structure d’alge bre de Hopf gradue e si et seulement si Q est le graphe
de Cayley d’un groupe fini G par rapport a une application appele e mar-
quage m: G  [0, 1, 2, ...] constante sur les classes de conjugaison: les
e le ments de G sont les sommets de ce graphe et le nombre de fle ches de x
a y est m(x&1y) pour x et y des e le ments de G. La description des struc-
tures quantiques sur ces alge bres fait appel aux repre sentations de sous-
groupes de G. Cela re sulte de la classification des bimodules de Hopf (aussi
appele s bimodules bicovariants) de l’alge bre du groupe G, leur cate gorie est
e quivalente au produit des cate gories de repre sentations des centralisateurs
des classes de conjugaison de G.
Les bimodules de Hopf ont d’abord e te conside re s par Nichols ([8])
pour les groupes abe liens finis et Woronowicz ([13]) les a e tudie s en rela-
tion avec le calcul diffe rentiel sur les groupes quantiques, voir aussi [9].
La classification que nous obtenons des kG-bimodules de Hopf, spe cifie e
pour k=C et G un groupe fini, fait appara@^tre un rapport e troit avec celle
des modules irre ductibles sur le double de Drinfeld de CG e tablie par
Dijkgraaf, Pasquier et Roche dans [2]. Ce lien s’explique par le fait que
pour une alge bre de Hopf H, la cate gorie des H-bimodules de Hopf est
e quivalente a celle des modules sur le double de Drinfeld de H, voir [10].
En fait il est possible de reconside rer directement la classification de [2]:
a la section 3 nous e tablissons que lorsque G est un groupe fini et k un
anneau quelconque, les modules sur le double de Drinfeld de l’alge bre des
fonctions de G dans k forment une cate gorie e quivalente a celle obtenue
pour les bimodules de Hopf, a savoir le produit des cate gories de repre sen-
tations des centralisateurs des classes de conjugaison.
A la section 4 nous montrons que les groupes quantiques associe s aux
matrices de Cartan syme triques ([36]) s’obtiennent au moyen d’un
quotient spe cifique de l’alge bre tensorielle TkGB, pour G un groupe abe lien
et B un kG-bimodule de Hopf. Ce re sultat de coule de la pre sentation par
ge ne rateurs et relations de l’alge bre TkGB que nous e tablissons gra^ce a la
classification des bimodules de Hopf. La pre sentation obtenue s’inscrit dans
un cadre plus ge ne ral: l’alge bre tensorielle THB d’un bimodule de Hopf B
sur une k-alge bre de Hopf quelconque H est un produit croise HTkD,
ou D est le sous-espace des co-invariants de B.
Dans le cas ou G est un groupe cyclique d’ordre n avec un marquage
dont le support est un ge ne rateur, l’alge bre des chemins du graphe de
Cayley a e te conside re e dans [1]. Les racines n-ie mes de l’unite correspon-
dent aux repre sentations irre ductibles de ce groupe cyclique et elles fournis-
sent la liste des structures quantiques de cette alge bre de chemins. Si
la racine est primitive il existe un quotient isomorphe a la sous-alge bre
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positive U +q (sl2) du quotient de dimension finie du groupe quantique
Uq(sl2). Les re sulats mentionne s de la section 4 e largissent cette e tude a
tous les groupes quantiques.
Finalement nous e tudions en de tail le cas ou G est un groupe com-
mutatif. Lorsque k est un corps contenant les racines de l’unite d’ordre
l’exposant de G, la transforme e de Fourier des kG-bimodules de Hopf per-
met de montrer que pour B un kG-bimodule de Hopf, l’alge bre TkGB est
isomorphe a une alge bre TkG B$ qui est l’alge bre des chemins d’un carquois.
Il est alors possible de de terminer les alge bres de Hopf TkGB isomorphes
a TkG B* et de montrer que TkG B admet une base multiplicative.
2. ALGE BRE TENSORIELLE
Soit k un anneau et A une k-alge bre. L’alge bre tensorielle TA(M) d’un
A-bimodule M est le A-module AMMAM } } } muni du produit
de termine par le produit tensoriel des e le ments. Soit maintenant H une
alge bre de Hopf. Un H-bimodule de Hopf est un H-bimodule B qui est aussi
un H-bicomodule dont les morphismes de structure $1 : B  BH et
$2 : B  HB sont des morphismes de H-bimodule (BH et HB sont
des H-modules a gauche et a droite via la comultiplication de H ). Il revient
au me^me de conside rer les H-bicomodules B qui sont des H-bimodules et
dont les fle ches de structure sont des morphismes de H-bicomodule. Le
produit tensoriel au dessus de H de deux bimodules de Hopf est un
bimodule de Hopf, le H-bimodule de Hopf trivial est H lui-me^me au sens
qu’il est l’unite de ce produit tensoriel.
Si l’alge bre tensorielle T=TA(M) d’un A-bimodule M est une alge bre de
Hopf gradue e pour sa graduation naturelle, alors l’alge bre A est une
alge bre de Hopf et il est imme diat que la comultiplication de T fournit une
structure de A-bimodule de Hopf sur M.
Nichols et Takeuchi [8, 12] ont note qu’inversement un bimodule de
Hopf fournit toujours une structure d’alge bre de Hopf sur l’alge bre ten-
sorielle; il est inte re ssant d’en rappeler la preuve.
Lemme 2.1. Soit H une alge bre de Hopf et B un H-bimodule de Hopf. La
bige bre T=TH (B) admet un antipode.
Preuve. Le produit de convolution V de EndkH est donne par f V g=
+( fg)2 ou + est le produit de H et 2 son coproduit. Montrons d’abord
que si un endomorphisme f de T est l’unite de EndkH lorsqu’il est restreint
a H il est inversible pour le produit de convolution de EndkT. Conside rons
h=1&f ; le fait que h=0 sur H implique que h*n est nul sur kn T k, ce
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qui montre que n0 h*n est un endomorphisme bien de fini car il ne com-
porte que des sommes finies en chaque degre . Il est l’inverse de 1&h=f.
Pour de montrer le lemme conside rons S l’antipode de H, c’est a dire l’in-
verse de idH pour le produit de convolution de Endk(H), et soit S un
endomorphisme de T co@ ncidant avec S sur H. Les endomorphismes idT V S
et S V idT sont l’unite de EndkH lorsqu’ils sont restreints a H et le re sultat
pre ce dent indique qu’ils sont inversibles dans EndkT ; il suit que idT est
aussi inversible.
La discussion suivante permettra d’entreprendre la classification des
alge bres de chemins de carquois du point de vue de leur structure d’alge bre
de Hopf.
Soit k un anneau, Q0 un ensemble et kQ0 la k-alge bre commutative des
fonctions f : Q0  k. Un moyen de de crire des kQ0-bimodules est le suivant:
un carquois Q sur l’ensemble Q0 est la donne e d’un ensemble Q1 de fle ches
et de deux applications s, t: Q1  Q0 de signant la source et le terminus de
chaque fle che. Un carquois est dit fini si Q1 est fini. Le k-module kQ1 est
un kQ0-bimodule via (*f )(a)=*(t(a)) f (a) et ( f*)(a)=f (a) *(s(a)) pour
f # kQ1, * # kQ0 et a # Q1. Le sous-module kQ1 des fonctions a support fini
sur Q1 est un sous kQ0-bimodule de kQ1 dont les composantes isotypiques
sont de termine es par les couples de sommets.
Lorsque Q0 est un ensemble fini, les carquois finis sur Q0 sont en bijec-
tion avec les kQ0-bimodules dont les composantes isotypiques sont libres de
ge ne ration finie, ceci car leurs k-rangs de terminent la classe d’isomorphisme
du bimodule. Le nombre de fle ches joignant deux sommets correspondants
a une composante isotypique est le rang de celle-ci.
Un chemin de longueur n d’un carquois Q est une suite de fle ches an } } } a1
ve rifiant s(ai)=t(ai&1) pour i=2, ..., n. On note Qn l’ensemble des chemins
de longueur n du carquois Q; les applications source et terminus s’e tendent
naturellement a Qn ce qui munit kQn d’une structure de kQ0-bimodule. Lors-
que Q1 est fini ce bimodule est isomorphe a kQ1 kQ 0 kQ 1kQ 0 } } } k Q 0 kQ1.
On note C l’ensemble de tous les chemins de Q; c’est un ensemble muni
d’une multiplication partielle et associative de finie par la concate nation des
chemins lorsqu’elle est possible. Ce produit est cofini au sens que pour un
chemin # il n’existe qu’un nombre fini de couples de chemins (;, :) dont le
produit est #; cela montre que l’alge bre suivante est bien de finie:
De finition. L’alge bre comple te de chemins d’un carquois Q est le
k-module des fonctions kC muni de la multiplication donne e par fg(#)=
 ;:=# f (;) g(:). L’alge bre des chemins kQ d’un carquois Q est la sous-
alge bre de kC contenant kQ0 et les fonctions a support fini contenu dans
l’ensemble des chemins de longueur positive. Cette alge bre est isomorphe a
l’alge bre tensorielle Tk Q 0 kQ1 . Noter d’une part que l’unite de kQ0 a pour
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support tout Q0 , ce qui force a conside rer en degre ze ro l’alge bre kQ0 et
non seulement les fonctions a support fini sur Q0 . D’autre part kC et kQ
ne co@ ncident que lorsque Q est fini et sans cycles oriente s.
Nous nous proposons de classifier les structures quantiques gradue es
supporte es par les alge bres de carquois fini. Au vu des re sultats du de but
de cette section, cette classification se fait a partir des deux classifications
suivantes:
(a) structures d’alge bres de Hopf sur une k-alge bre associative de
fonctions sur un ensemble fini.
(b) bimodules de Hopf sur les alge bres de Hopf obtenues en (a).
La premie re e tape est sans difficulte et rele ve du fait que les sche mas en
groupe constants finis proviennent des groupes finis. Le lemme suivant en
donne la version qui nous est utile:
Lemme 2.2. Soit Q0 un ensemble fini et kQ 0 la k-alge bre semi-simple
commutative des fonctions sur Q0 . Les structures d ’alge bre de Hopf sur kQ 0
sont en bijection avec les structures de groupe sur Q0 .
Preuve. Commenc ons par noter que l’ensemble des fonctions [$x]x # Q0
de finies par $x( y )=0 si x{y et $x( y )=1 si x=y est le syste me complet
d’idempotents orthogonaux primitifs de cette alge bre.
Lorsque Q0 est un groupe on munit kQ 0 de la structure d’alge bre de
Hopf duale de celle de l’alge bre de groupe: 2($x)=yz=x $y $z pour
tout x # Q0 , S($x)=$x&1 et =($x)=0 si x{1 et =($1)=1.
Re ciproquement supposons kQ0 munie d’une structure d’alge bre de Hopf.
La base Q0 de l’alge bre duale ve rifie 2(x)=xx pour tout x # Q0 car les
e le ments [$x]x # Q0 sont idempotents othogonaux et forment une base de
kQ 0. Cette proprie te s’exprime en disant que les e le ments de Q0 sont des
‘‘group-like’’. En fait il n’y en a pas d’autres car les group-like sont line aire-
ment inde pendants, voir par exemple [11], et Q0 est de ja une base. Or la
totalite des group-like forment un groupe pour la multiplication de
l’alge bre de Hopf, donc (kQ 0)* est l’alge bre de Hopf du groupe Q0 et kQ 0
son alge bre duale.
3. BIMODULES DE HOPF D’UN GROUPE
Rappelons que le graphe de Cayley d’un groupe G par rapport a une
application appele e marquage m: G  [0, 1, 2, ...] a pour sommets l’ensem-
ble des e le ments de G, le nombre de fle ches de x a y est m(x&1y) pour x
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et y # G. Lorsque m associe la valeur 1 a un syste me de ge ne rateurs de G
et 0 aux e le ments restants, le graphe de Cayley est celui que l’on conside re
habituellement.
Nous nous proposons d’e tablir le re sultat suivant:
The ore me 3.1. Soit Q un carquois fini. L’alge bre des chemins de Q sur
un anneau k admet une structure d ’alge bre de Hopf gradue e si et seulement
si Q est le graphe de Cayley d ’un groupe fini G par rapport a un marquage
constant sur les classes de conjugaison.
Nous avons remarque que si kQ est une alge bre de Hopf gradue e alors
kQ 0 est une alge bre de Hopf et kQ1 un kQ0-bimodule de Hopf. Le lemme 2.2
montre que Q0 rec oit alors une structure de groupe; l’e tape suivante
consiste donc a classifier les bimodules de Hopf sur kQ 0 et a ve rifier que
les carquois de termine s par les rangs des composantes isotypiques des
bimodules de Hopf sont des graphes de Cayley. Re ciproquement, il sera
aise d’e tablir qu’un graphe de Cayley de Q0 par rapport a un marquage de
Q0 peut e^tre re alise en tant que carquois d’un bimodule de Hopf ad-hoc.
En fait nous donnerons la liste comple te des bimodules de Hopf dont le
graphe de Cayley est fixe .
Soit donc G un groupe fini et k un anneau. Nous nous proposons de
de crire la cate gorie bk(kG ) des kG-bimodules de Hopf k-libres de rang fini.
Commenc ons par e tablir la dualite e suivante:
Lemme 3.2. Soit H un alge bre de Hopf k-libre de rang fini sur un anneau
k. La cate gorie bk(H ) des bimodules de Hopf k-libres de rang fini est anti-
e quivalente a bk(H*).
Preuve. Si B est un H-bimodule de Hopf son dual B*=Homk(B, k) est
un H*-bimodule de Hopf par la construction analogue a celle qui fait de
H* une alge bre de Hopf. Par exemple la structure de H*-module gauche
de B* se de duit de la structure de H-comodule gauche de B, on a
$1 : B  HB qui fournit $1*: H*B*  B*. Les ve rifications sont sans
difficulte . Au moyen de l’isomorphisme canonique d’e valuation entre un
k-module libre de rang fini et son double dual on obtient une identification
entre les bimodules de Hopf B et B**.
Il est plus aise de de crire les bimodules de Hopf sur l’alge bre du groupe
kG pluto^t que sur l’alge bre de Hopf duale kG, le lemme pre ce dent permet
de se ramener a ce cas. De plus la classification des kG-bimodules de Hopf
ne fait pas appel a la finitude de G.
Notations. Soit C l’ensemble des classes de conjugaison d’un groupe
quelconque G. Dans chaque classe C # C choisissons un e le ment u(C); le
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centralisateur de u(C ) est note Zu(C ) et la cate gorie des kZu(C ) -modules a
droite Mod kZu(C) .
Proposition 3.3. La cate gorie B(kG ) de tous les kG-bimodules de Hopf
est e quivalente au produit carte sien des cate goies _C # C Mod kZu(C ) .
Remarque 3.4. Un autre choix d’e le ments par classes de conjugaison
ame ne des centralisateurs conjugue s. Les cate gories de modules sur ces
centralisateurs sont bien su^r e quivalentes.
Remarque 3.5. Cette proposition est valable pour tout anneau k. En
particulier si k est un corps dont la caracte ristique divise l’ordre d’un
groupe fini G on de duit la non semi-simplicite de B(kG) de celle de
_C # C Mod kZu(C) : les kG-bimodules de Hopf ne sont pas dans ce cas
comple tement re ductibles.
W. D. Nichols [8] a initie la classification de la proposition 3.3 pour les
groupes abe liens finis sur un corps de caracte ristique ze ro contenant les
racines |G |-ie mes de l’unite .
En restreignant la description que nous obtenons des kG-bimodules de
Hopf a celle des bimodules de Hopf irre ductibles d’un groupe fini sur le
corps C des complexes, il appara@^t que ceux-ci co@ ncident avec les modules
irre ductibles du double de Drinfeld donne s par Dijkgraaf, Pasquier et
Roche dans [2]. En fait lorsque H est une alge bre de Hopf, la cate gorie des
H-bimodules de Hopf est e quivalente a celle des modules sur le double de H,
voir [10]. La classification de [2] fait appel aux re sultats de Lusztig ([7])
qui permettent de de terminer la semi-simplicite du double de Drinfeld de
CG lorsque G est fini, tandis que nous de duisons de notre approche les
conditions pour que la cate gorie des kG-bimodules de Hopf soit semi-simple
lorsque k est un anneau quelconque, voir a ce sujet la remarque 3.5.
Preuve de la proposition 3.3. De crivons le foncteur de construction V
qui associe un kG-bimodule de Hopf VM a une collection de modules
M=[M(C )]C # C au-dessus de chaque classe de conjugaison, avec
M(C ) # Mod kZu(C ) . Le k-module VM est bigradue par G, il est la somme
directe des k-modules M(1(x&1y))= yVMx ou 1(x&1y) de signe la classe
de conjugaison de x&1y. La structure de bicomodule sur VM= yVM x
est de finie de sorte que cette de composition soit celle en cocomposantes
isotypiques, c’est a dire que les morphismes de structure $1 : VM 
kGVM et $2 : VM  VMkG sont donne s par $1(v)=yv et
$2(v)=vx lorsque v # yVMx. Il n’y a pas de difficulte a ve rifier que VM
est un kG-bicomodule. Pour munir VM d’une structure de kG-bimodule de
sorte qu’il devienne un kG-bimodule de Hopf il est utile de remplacer la
cocomposante isotypique M(1(x&1y)) par un k-module qui lui est
isomorphe tout en e tant propice a la description des actions de G sur VM.
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Remarquons d’abord qu’il existe une bijection e vidente entre les e le ments
d’une classe de conjugaison C et les classes a gauche du centralisateur de
l’un de ses e le ments: a z # C on associe la classe a gauche Zu(C) t ou t est
un e le ment qui conjugue u(C) en z (on a t&1u(C ) t=z, d’ou l’on voit que
t n’est de fini qu’a multiplication a gauche pre s par un e le ment du cen-
tralisateur Zu(C )). La classe a gauche ainsi de crite est note e E(z), elle ne
de pend que du choix u(C ) d’un e le ment par classe de conjugaison C.
Nous remplac ons M(1(x&1y)) par M(1(x&1y )) kZ u(1(x &1y)) kE(x
&1y),
ou le k-module kE(x&1y) est un kZu(1(x &1y)) -module a gauche libre de rang
un, d’ou l’isomorphisme de k-modules e voque .
Remarquons que yVM x et syVM sx de signent le me^me k-module lorsque
s, x et y sont des e le ments de G. Nous de finissons l’action a gauche de G
sur VM de sorte qu’elle soit essentiellement la repre sentation re gulie re
gauche de G: l’endomorphisme du^ a s envoi chaque cocomposante isotypi-
que yVMx identiquement sur syVM sx.
L’action a droite utilise les structures de module dont les divers M(C )
sont e quipe s: un e le ment s de G transforme la cocomposante isotypique
yVM x en ysVMxs de la fac on suivante: soit m t un e le ment de
M(1(x&1y)) }
kZu(1(x &1y))
kE(x&1y) avec t # E(x&1y).
On pose (m t)s=mts et on a bien
m ts # M(1(s&1x&1ys)) }
kZ u(1 (s&1 x &1ys))
kE(s&1x&1ys)
car d’une part 1(s&1x&1ys) et 1(x&1y) de signent la me^me classe de con-
jugaison et d’autre part ts est un e le ment de la classe a gauche associe e a
s&1x&1ys. En effet, si t est un e le ment tel que t&1u(1(x&1y)) t=x&1y alors
s&1t&1u(1(x&1y)) ts=s&1x&1ys.
La formule de l’action a droite a une forme simple tout en faisant inter-
venir de fac on essentielle les modules sur les centralisateurs puisque le
produit tensoriel est effectue sur les alge bres de groupe de ceux-ci. Il s’agit
en fait de l’induction des modules: si Z est un sous-groupe de G et M est un
kZ-module a droite le kG-module induit est M kZ kG=E (M kZ kE )
ou E parcourt les classes a gauche de Z dans G. La formule de l’action de
G est (m t)s=m ts.
Il reste a ve rifier que la structure obtenue est bien celle d’un kG-bimodule
de Hopf. Montrons que l’action a droite fournit un morphisme
a2 : VMkG  VM de comodules a droite. Rappelons que VMkG est un
comodule a droite gra^ce a la multiplication + de kG: le morphisme
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VMkG wf VMkGkG faisant de VMkG un comodule a droite
est le compose
VMkG www
$ 22 VMkGkGkG wwwid{ id VMkGkGkG
wwwid id+ VMkGkG.
Il est alors facile de ve rifier $2a2=(a2  id ) f en e valuant sur un e le ment
ms t # yVM xkG.
Les trois autres ve rifications sont analogues. La de finition de V au niveau
des morphismes est dicte e par la valeur de V sur les objets.
La description du foncteur inverse W: B(kG)  _C # C Mod kZu(C ) est
rendue plus aise e par l’assertion suivante qui est de toute fac on indispen-
sable pour montrer que V et W sont inverses l’un de l’autre.
Assertion. Soit B un kG-comodule a droite d’homomorphisme de
structure $: B  BkG. Alors B=x # G Bx ou Bx=[b # G | $(b)=
bx]. En effet, soit b # B et soit x # G bxx la de composition de $(b)
dans BkG=x # G (Bx). On a bx # Bx car ($ id ) $=(id2) $ ou
2 est la comultiplication de kG; par ailleurs $(b)=$(x # G bx) et donc
b=x # G bx car $ est injective, cela suit du fait que (= id )$=idB ou
=: kG  k est la cou nite de kG. Lorsque B est un kG-bicomodule chaque
cocomposante isotypique a droite Bx est un sous-comodule a gauche.
L’assertion analogue a la pre ce dente pour les comodules a gauche montre
que B=x, y # G yBx.
Le foncteur W associe a un kG-bimodule de Hopf B la collection de
k-modules [u(C ) B1]C # C . Chaque u(C )B1 est un kZu(C) -module a droite. En
effet G ope re sur B par translation des cocomposantes isotypiques, plus
pre cise ment syBx= syBsx et yBxs= ysBys, cela suit imme diatement du fait
que les morphismes de structure de bimodule sont des morphismes de
bicomodule. En conse quence l’action a gauche de s&1 suivie de l’action a
droite de s sur un e le ment b de u(C )B1 fournit un e le ment s&1bs de
s&1u(C )sB1. La structure de kZu(C) -module a droite sur u(C )B1 est donc don-
ne e par la conjugaison des actions: b .z=z&1bz lorsque z # Zu(C ) . En ce qui
concerne la de finition de W sur les morphismes, observons qu’un
morphisme de bimodules de Hopf f : B  B$ pre serve les cocomposantes
isotypiques. Il s’ensuit une collection de morphismes [u(C ) f 1: u(C )B1 
u(C ) B$1]C # C et il est aise d’e tablir que chaque u(C ) f 1 est un morphisme de
kZu(C) -modules.
Montrons maintenant que V et W sont des foncteurs inverses l’un de
l’autre. Nous allons e tablir un isomorphisme naturel . de source un
kG-bimodule de Hopf et de but le kG-bimodule de Hopf construit par V
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ou 1(x&1y) de note la classe de conjugaison de x&1y et E(x&1y) la classe
a gauche Z1(x&1y)t d’un e le ment t tel que t&1u(1(x&1y)) t=x&1y.
Nous savons que B est la somme directe de ses cocomposantes isotypiques.
L’isomorphisme . est la somme directe des isomorphismes de k-modules
y.x : yBx  y(VWB)x donne par b [ tx&1bt&1 t. Il est important de noter
que y.x ne de pend pas du choix de l’e le ment t dans sa classe a gauche. En
effet si t$=zt avec z # Zu(1(x &1y )) on a t$x&1bt$&1 t$=ztx&1bt&1z&1zt
=(ztx&1bt&1z&1) .z t=z&1ztx&1bt&1z&1zt=tx&1bt&1 t. L’avant-
dernie re e galite fait usage de l’action de Zu(1 (x&1y )) a droite ‘‘par conju-
gaison’’ de finie lors de la construction de W.
Le fait que . pre serve les cocomposantes isotypiques est e quivalent a ce
que . soit un morphisme de kG-bicomodules. Il reste a ve rifier que . est
e quivariant par rapport aux actions gauche et droite, ce qui revient a
constater que les diagrammes suivants commutent:
Nous avons d’une part s(tx&1bt&1 t)=tx&1bt&1 t pour b # yBx et
t # E(x&1y) car l’action a gauche de G sur les cocomposantes isotypiques
se fait par translations identiques. D’autre part la valeur de sy.sx(sb)
s’obtient en choisissant un e le ment quelconque de E((sx)&1 sy)=E(x&1y ).
En choisissant le me^me t qu’auparavent nous obtenons sy.sx(sb)=
t(sx)&1 sbt&1 t qui co@ ncide avec l’e le ment obtenu pre ce demment.
Le second diagramme fournit d’une part (tx&1bt&1 t)s=tx&1bt&1 ts
pour b # yBx et t # E(x&1y ); d’autre part ys .xs(bs) peut se de crire a l’aide
de ts qui appartient a E((xs)&1 ys) puisque t&1[u(1(x&1y))] t=x&1y et
donc s&1t&1[u(1(s&1x&1ys))] ts=s&1x&1ys. De cette manie re nous
obtenons ys.xy(bs)=ts(xs)&1 bs(ts)&1 ts=tx&1bt&1 ts.
La naturalite de . est facile a e tablir.
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Conside rons maintenant le foncteur WV. Si M=[M(C )]C # C est une
collection de kZu(C) -modules a droite au-dessus de chaque classe de
conjugaison C, de crivons un isomorphisme : M  WVM en pre cisant la
composante C pour chaque classe de conjugaison C :
M(C ) w






est donne e par C(m)=m1. Les ve rifications se font sans difficulte .
Remarque 3.6. Les foncteurs V et W se restreignent aux sous-cate gories
pleines suivantes:
b(kG )=kG-modules de Hopf dont les cocomposantes isotypiques sont
k-libres de rang fini.
_C # C mod kZu(C )=produit carte sien des cate gories de kZu(C) -
modules a droite k-libres de rang fini.
Ces deux cate gories sont donc e quivalentes.
Il est inte ressant de conside rer les re sultats de [2] lorsque k est un
anneau arbitraire, de fac on a de crire directement les modules sur le double
de Drinfeld de kG sans faire appel ni a l’e quivalence cite e de [10] ni a la
proposition 3.3.
Proposition 3.7. Soient G un groupe fini et k un anneau. La cate gorie de
modules sur le double de Drinfeld de kG est e quivalente a _C # C Mod kZu(C ) .
Preuve. Le double de l’alge bre des fonctions kG est isomorphe en tant
qu’alge bre associative au produit croise kG kG ou G agit par l’action
adjointe:
s } f (x)=f (s&1xs) pour s # G et f # kG.
Une repre sentation de ce produit croise est alors donne e par un
kG-module V muni d’une structure de G-module ?: G  Gl(V ) telle que
(s } f )v=?(s) f?(s)&1 v pour s # G, f # kG et v # V.
Soit [$x]x # G la base de kG donne e par les masses de Dirac aux points
de G. Ce sont des idempotents orthogonaux dont la somme est l’unite de
kG , si bien que V=x # G Vx ou Vx=$xV.
Comme s } $x=$sxs &1 , on voit que ?(s) re alise un isomorphisme entre les
k-modules Vx et Vsxs &1 : tous les Vx pour x restant dans une classe de
conjugaison sont isomorphes.
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Rappellons que C est l’ensemble des classes de conjugaison, et que u(C )
est un e le ment choisi de chaque C # C. Pour x # C on fixe un e le ment sx tel
que x=sxu(C ) s&1x . Chaque sx n’est bien de termine qu’a un e le ment du
centralisateur Zu(C) pre s, et notons que les [sx]x # C forment un syste me de
repre sentants des classes a gauche de Zu(C) dans G.
V est somme directe de sous-modules V(C), pour C # C, ou V(C) est
somme de Card(C ) copies de Vu(C) . Il suffit de s’inte resser a l’action de
kG kG sur chacun de ces sous-modules, et en fait a celle de G puisque
celle des $x est de termine e.
Notons que Vu(C) est un kZu(C) -module et que les ?(sx) re alisent des
isomorphismes de Vu(C) sur Vx . Alors, comme G-module
V(C)&kGkZu(C) Vu(C) .
On a ainsi construit un foncteur qui a V un module sur kGkG associe
la famille des (Vu(C))c # C . Le foncteur inverse est le suivant: si (Vu(C))C # C
sont des kZu(C) -modules, on en fait d’abord des kGkZu(C) -modules en
posant que $x agit par ze ro pour x{u(C ) et $u(C) par l’identite , puis on
induit ce module a kG kG.
Revenons au the ore me 3.1 qui caracte rise les carquois finis dont l’alge bre
des chemins admet une structure d’alge bre de Hopf gradue e.
Preuve du the ore me 3.1. Soit Q un carquois fini et supposons kQ
muni d’une structure d’alge bre de Hopf gradue e. Nous avons e tabli au
Lemme 2.2 que l’ensemble Q0 de sommets est un groupe; le kQ0-bimodule
kQ1 fourni par les fle ches de Q est un kQ0-bimodule de Hopf. Rappelons
que kQ0 est l’alge bre de Hopf commutative des fonctions sur le groupe Q0 .
Nous voulons montrer que Q est le graphe de Cayley de Q0 par rapport
a un certain marquage constant sur les classes de conjugaison. Notons que
par construction le k-rang de la composante isotypique $y(kQ1)$x est e gal
au nombre de fle ches de x vers y, qui est donc aussi le rang de la cocom-
posante isotypique y (kQ1)x du kQ0-bimodule dual, ou kQ0 est l’alge bre du
groupe, duale de kQ0 (c.f. lemme 3.2).
La proposition 3.3 indique que ce kQ0 -bimodule de Hopf est construit
a partir d’une collection de repre sentations [M(C)]C # C des centralisateurs
des classes de conjugaison de Q0 . En particulier y(kQ1)x est un k-module
isomorphe a M(1(x&1y)) ou 1(x&1y) de signe la classe de conjugaison de
x&1y; le rang de cette cocomposante isotypique ne de pend donc que de la
classe de conjugaison de x&1y. En fait le marquage m de Q0 pour lequel Q
est le graphe de Cayley est donne par m(x)=rangkM(1x).
Re ciproquement soit G un groupe fini, m: G  [0, 1, 2, ...] un marquage
constant sur les classes de conjugaison et Q le graphe de Cayley qui en
re sulte. L’alge bre des chemins de Q admet une structure d’alge bre de Hopf
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gradue e si le kG-bicomodule de termine par les fle ches peut e^tre muni d’une
structure de kG-bimodule de Hopf. Les foncteurs de la preuve de la
proposition 3.3 montrent que cela est possible de s qu’il existe une collection
de modules a droite [M(C )]C # C avec rangkM(C )=m(C ). Il est toujours
possible de prendre la repre sentation triviale de rang requis. Le jeu complet
de repre sentations de rang fixe par m fournit la classification des structures
de kG-bimodule de Hopf sur le kG-bicomodule des fle ches.
Reformulons les re sultats obtenus au cours de la preuve du the ore me 3.1.
Soit G un groupe fini, k un anneau et B un objet de b(kG ), c’est a dire
un kG-bimodule de Hopf dont les cocomposantes isotypiques sont k-libres
de rang fini. On associe a B son carquois QB dont les sommets sont les
e le ments de G et dont le nombre de fle ches de x a y est le rang de la
cocomposante isotypique yBx.
Proposition 3.8. L’application b(kG ) wQ [carquois de sommets G]
donne e par B [ QB a pour image les carquois de Cayley relatifs a un mar-
quage constant sur les classes de conjugaison de G. Soit Q un carquois dans
Im Q relatif a un marquage m. La fibre de Q au-dessus de Q peut-e^tre de crite
au moyen du foncteur W :
WQ&1(Q)=[[M(C )]C # C | rangk M(C)=m(C )]
ou m(C ) de signe la valeur prise par m sur un e le ment quelconque de la classe
de conjugaison C.
Soulignons finalement que lorsque G est fini b(kG) et b(kG ) sont des
cate gories e quivalentes au moyen de la dualite du lemme 3.2. Ce sont les
bimodules de b(kG ) qui permettent de construire l’alge bre de chemins e qui-
pe e d’une structure quantique.
4. PRE SENTATIONS ET GROUPES QUANTIQUES
Nous nous proposons de montrer que tout groupe quantique associe a
une matrice de Cartan syme trique est le quotient par un ide al spe cifique
d’une alge bre de Hopf TkGB pour G un groupe abe lien et B un kG-
bimodule de Hopf particulier. Ce re sultat peut s’e tendre aux matrices de
Cartan syme trisables en introduisant des notations plus lourdes, ce que
nous ne ferons pas.
Tout d’abord nous e tablissons une pre sentation par ge ne rateurs et rela-
tions sur l’anneau k de l’alge bre de Hopf TkG(B) ou G est un groupe
quelconque et B un kG-bimodule de Hopf arbitraire. Cette pre sentation est
obtenue au moyen de la classification de B(kG ), effectue e a la section
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pre ce dente. Nous l’inscrivons ensuite dans un contexte plus large, obtenu
en remplac ant kG par une k-alge bre de Hopf quelconque.
Pour finir nous e tudions des exemples en ordre croissant de complexite
qui constituent une approche graduelle aux groupes quantiques de Drinfeld
et Jimbo conside re s a la fin de cette section (exemple 4.14).
Commenc ons par rappeler et comple ter les notations. L’ensemble des
classes de conjugaison de G est note C et l’application u: C  G choisit un
e le ment par classe. Le centralisateur de u(C ) est note Zu(C ) . Soient y # G et
1y sa classe de conjugaison; ty de signe un e le ment qui conjugue u(1y ) en
y, on a t&1y [u(1y)] ty=y, tout autre choix t$y diffe re de ty par multiplica-
tion a gauche par un e le ment de Zu(1y) .
Conside rons un objet M=[M(C)]C # C de _C # C Mod kZu(C ) qui
constitue une donne e e quivalente a celle d’un kG-bimodule de Hopf.
De finition. Conside rons la re union disjointe [G] ? F, ou [G] est un
ensemble dont les e le ments sont en bijection avec ceux de G et sont note s
[ g] pour chaque g # G, et F=[( y, m) | y # G et m # M(1y )]. L’alge bre
AkGM est la k-alge bre associative libre engendre e par [G] ? F modulo
l’ide al bilate re engendre par les e le ments correspondant aux relations
suivantes:
Type 1. La multiplication des e le ments de [G] dans AkGM est celle
du groupe G: [ g][h]=[ gh] et [1G]=1 pour g, h e le ments de G.
Type 2. Les e le ments de F dans AkGM sont k-line aires en leur
deuxie me variable: ( y, m1+m2)=( y, m1)+( y, m2) et ( y, *m)=*( y, m)
pour y # G et m1 , m2 , m des e le ments de M(1y).
Type 3. Commutateur d’un e le ment de F avec un e le ment de [G]:
( y, m)[ g]=[ g](g&1yg, m‘y, g) ou ‘y, g est l’e le ment de Zu(1y) de termine
par l’e galite e tyg=‘y, gtg &1yg .
Noter que ty g conjugue u(1y) en g&1yg, c’est aussi ce que fait tg&1 yg par
de finition. En conse quence ‘y, g # Zu(1y) et m‘y, g de signe l’action a droite de
‘y, g sur l’e le ment m du kZu(1y) -module M(1y).
Proposition 4.1. Soit VM un kG-bimodule de Hopf de termine par
M # _C # C Mod kZu(C ) . Les k-alge bres TkG VM et AkG M sont isomorphes.
De plus AkG M est une alge bre de Hopf par transport de structure:
2[ g]=[ g][ g] pour g # G et 2( y, m)=[ y] ( y, m)+( y, m)[1]
pour ( y, m) # F.
Preuve. Le kG-bimodule de Hopf VM est la somme directe de ses
cocomposantes isotypiques y(VM)x=M(1(x&1y )) }Z u(1(x &1 y)) tx&1y . Par
ailleurs un morphisme de k-alge bres .: TkGVM  A est comple tement
de termine par la donne e d’un morphisme de k-alge bres .0: kG  A et d’un
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morphisme de kG-bimodules .1 : VM  A ou A est muni de la structure de
kG-bimodule obtenue via .0 .
Pour de crire .: TkGVM  AkGM posons .0(g)=[ g] pour g # G.
Conside rons ensuite m tx &1y # y(VM)x et posons .1(m tx&1y)=
[x](x&1y, m). Ve rifions que .1 est bie quivariante. L’action a gauche de G
sur VM est par translations identiques des cocomposantes isotypiques, si
m tx&1y # y(VM)x on a g(m tx &1y )=m tx&1y # gy(VM)gx. Ainsi
.1(g(m tx &1y))=[ gx](x&1y, m)=[ g][x](x&1y, m)
=.0(g) .1(m tx &1y ).
Par ailleurs l’action a droite de G sur VM transforme y(VM)x en
yg(VM)xg :
(mtx &1y)g=m tx&1y g=m‘x &1y, g tg&1 x&1 yg=m‘x &1y, g tg&1x&1yg .
Ainsi .1((m tx &1y)g)=[xg](g&1x&1yg, m‘x &1y, g) tandis que
.1(m tx &1y) .0(g)=[x](x&1y, m)[ g]=[xg](g&1x&1yg, m‘x &1y, g).
Pour construire : AkGM  TkGVM posons [ g]=g pour g # G et
( y, m)=m ty # y(VM)1 pour ( y, m) # F, ce qui de finit  sur la k-alge bre
associative libre engendre e par [G] ? F. Les relations de type 1 et 2 de finis-
sant le quotient AkGM sont pre serve es par . Les relations de type 3 le sont
aussi:
(( y, m)[ g])=( y, m) [ g]
=(m ty)g=mty g=m‘y, gtg&1yg # yg(VM)g.
([ g](g&1yg, m‘y, g))=g(m‘y, g  tg &1yg)
=m‘y, g  tg&1yg # g( g
&1yg(VM)1)
= yg(VM)g.
Il est clair que . et  sont inverses l’un de l’autre.
La structure d’alge bre de Hopf de TkGVM est donne e par celle de kG
en degre ze ro et par celle du bicomodule VM en degre 1: si a # y(VM)x
alors 2(a)=$1(a)+$2(a)=ax+ya. Puisque ( y, m)=.(m ty) avec
( y, m) # y(VM)1, on obtient 2( y, m)=( y, m)[1]+[ y] ( y, m). Aussi
par transport de structure la cou nite de AkGM est donne e par =[ g]=1
pour g # G et =( y, m)=0 pour ( y, m) # F. L’antipode est de termine e par le
lemme 2.1.
Remarque 4.2. Un e le ment ( y, m) # F de l’alge bre de Hopf AkGM
est dit de cosource 1 et coterminus y, car son image par  dans TkGVM
185ALGE BRES DES CHEMINS QUANTIQUES
File: 607J 160416 . By:CV . Date:18:03:97 . Time:09:30 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2953 Signs: 2018 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
est dans la cocomposante isotypique y(VM)1. De me^me [ g]( y, m) est de
cosource g et coterminus gy. Noter que
2([ g]( y, m))=2[ g] 2( y, m)=[ gy] ( y, m)+( y, m)[ g].
La proposition que nous venons d’e tablir fournit une description
explicite de l’alge bre TkG B, ou G est un groupe quelconque et B un kG-
bimodule de Hopf. Les re sultats de structure des bimodules de Hopf sur
une k-alge bre de Hopf arbitraire H (voir [9, 11, 13]) permettent de pre sen-
ter l’alge bre TH B comme un produit croise .
The ore me 4.3. Soit B un H-bimodule de Hopf et D=[d # B | $1(d )=
1d] le k-module des co-invariants a gauche, ou $1 : B  HB est le mor-
phisme de structure du H-comodule a gauche B. Alors TH B est une k-alge bre
isomorphe au produit croise HTkD dont le produit est de termine par celui
de H sur H1, celui de TkD sur 1TkD et par
(h1)(1d)=(hd ), (1d )(h1)=: h(1) S(h(2)) dh (3)
pour d # D, h # H; on note S l ’antipode, 2 la comultiplication, et 22h=
 h(1)h (2)h(3) pour h # H.
Remarque 4.4. Dans le cas d’une alge bre de groupe kG, les co-
invariants a gauche D d’un kG-bimodule de Hopf VM correspondent a M,
ou M # _C # C Mod kZu(C ) . L’alge bre produit croise kGTkD de l’e nonce
du the ore me co@ ncide alors avec l’alge bre AkGM de finie au de but de cette
section.
Preuve de 4.3. Par le the ore me de structure des bimodules de Hopf B
sur une alge bre de Hopf H (voir par exemple [9]), on a que .: HD  B
donne e par .(hd )=hd est un isomorphisme de modules et comodules a
gauche. De plus D est muni d’une structure de H-module a droite donne e par
d } h=: S(h(1)) dh(2) ou 2h=: h(1) h(2) .
Cette action fait de HD un H-module a droite via 2 et . est un
morphisme de H-modules a droite pour cette structure.
Le produit tensoriel sur H de bimodules de Hopf est a nouveau un
bimodule de Hopf, en conse quence les composantes homoge nes de TH B
sont des bimodules de Hopf. Pre cise ment, si l’on note $1(b)= b(&1) b(0)
nous avons:
$1(b1  } } } bn)=: b1 (&1) } } } bn (&1) b1 (0)  } } } bn (0) .
La structure de bicomodule a droite est donne e par la formule analogue.
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Par conse quent, on peut appliquer le the ore me de structure a chaque
B H } } }  H B. On voit imme diatement, en utilisant B=HV comme
comodule a gauche, que les co-invariants a gauche [x # B H } } }  H B | $1(x)
=1x] sont isomorphes a D k } } }  kD. En effet, par exemple pour
n=2 on a (hd ) H (h$d $)=(hd ) h$ H (1d $), et (hd )h$=
 hh$(1) d } h$(2)= hh$(1) S(h$(2)) dh$(3) d’ou l’isomorphisme B HB 
H kD kD. L’isomorphisme THB  HTkD de H-bimodules de Hopf
gradue s qui en re sulte est aussi un morphisme d’alge bres associatives pour
la structure d’alge bre croise e de HTkD de crite dans l’e nonce . En degre
ze ro ce morphisme est l’isomorphisme d’alge bres de Hopf H  H1 et en
degre un il s’agit d’un morphisme de H-bimodules de Hopf pre cise ment
gra^ce au produit croise de fini sur HTkD.
Remarque 4.5. Par transport de structure le produit croise HTkD est
une alge bre de Hopf.
Revenons maintenant au cas ou H est une alge bre de groupe. Les exem-
ples suivants montrent que les groupes quantiques s’obtiennent tous a partir
de groupes abe liens.
Exemple 4.6. Soit G un groupe et supposons que la donne e des
modules sur les centralisateurs des classes de conjugaison est ze ro, i.e.
M(C )=0 pour tout C # C. Dans ce cas AkGM est l’alge bre de Hopf kG.
Exemple 4.7. Supposons qu’au-dessus de chaque classe de conjugaison
du groupe G nous conside rons la repre sentation de son centralisateur
triviale de k-rang un. L’alge bre de Hopf peut alors e^tre pre sente e par
ge ne rateurs [G] ? (G ) et relations [ g][h]=[ gh], [1]=1, et ( y )[ g]=
[ g](g&1yg). On a 2( y)=[ y] ( y)+( y)1.
Exemple 4.8. Si G est un groupe abe lien, ses classes de conjugaison
sont constitue es par les e le ments de G et chaque centralisateur est le groupe
tout entier.
Dans ce cas la famille M=[M(C )]C # C correspond a la donne e d’une
repre sentation a droite M( y) du groupe au dessus de chaque e le ment y de
G. Effectuons le choix tx=1 pour tout x # G; on obtient ‘y, g=g pour tous
y et g car ‘y, g est de fini par tyg=‘y, gtg&1yg .
En conse quence l’alge bre de Hopf AkGM est engendre e par l’ensemble
[G] ? F ou F=[( y, m) | y # G et m # M( y)] avec les relations de type 1, 2
et 3, ces dernie res s’exprimant ici par ( y, m)[ g]=[ g]( y, mg) ou mg
de signe l’action a droite de g # G sur l’e le ment m # M( y).
Supposons maintenant les modules M( y) libres de rang fini sur k, et
choisissons une k-base [ey1 , ..., e
y
m( y)] de chacun d’eux. L’action de G se de crit
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Nous en de duisons que AkGM est la k-alge bre libre engendre e par
[G] ? [( y, e yi ) | y # G, i=1, ..., m( y)]
modulo l’ide al bilate re des relations de type 1 et 3, ces dernie res s’expri-
mant ici de la fac on suivante:
( y, e yi )[ g]= :
m( y )
j=1
g yj, i [ g]( y, e
y
j ) pour y et g e le ments de G.
La comultiplication est donne e par les me^mes formules que dans le cas
ge ne ral.
Si de plus les repre sentations au-dessus de chaque e le ment de G sont de
k-rang 0 ou 1, ce qui est pre cise ment le cas lorsque le marquage m de G
est a valeurs dans [0, 1], on obtient que AkGM est engendre e par
[G] ? (supp m) ou (supp m)=[( y) | m( y)=1]=[( y) | M( y){0]. Les
relations sont celles de type 1 et 3, ces dernie res s’expriment par: ( y)[ g]=
/y(g)[ g]( y ) pour [ g] # [G], ( y) # (supp m) et /y : G  k } le caracte re de
la repre sentation de k-rang un M( y).
Exemple 4.9. Soit G un groupe abe lien de ge ne ration finie muni d’un
syste me minimal de ge ne rateurs:
G=(:1 , ..., :t , ..., :n | :rjj =1 pour j=1, ..., t) .
Ce groupe a t ge ne rateurs d’ordre fini et sa composante libre est de rang
n&t.
Conside rons une famille M=[M(g)]g # G de modules concentre e au-
dessus de chaque ge ne rateur: M(:j )=ke j pour tout j et M(g)=0 si g{:j
pour tout j. L’action a droite de G sur le k-module libre de rang un ke j
est donne e par e j:i=qi, j e j ou pour chaque j entre 1 et n le n-uple
(q1, j , ..., qn, j ) d’e le ments de k ve rifie qrii, j=1 pour i=1, ..., t et qi, j inversible
pour i entre t+1 et n.
Le marquage de G qui en re sulte vaut 1 sur les ge ne rateurs et 0 autre-
ment; lorsque G est fini (i.e., t=n) le graphe de Cayley est sur un n-tore.
L’alge bre de Hopf AkG M que nous avons de finie est engendre e ici par
[[:j ]]j=1, ..., t ? [[:j ], [:j ]&1]j=t+1, ...n ? [(:j , e j )]j=1, ..., n .
Nous remplac ons les ge ne rateurs (:j , e j ) qui ne de pendent que de
l’indice j par (:j ). L’ide al bilate re qui de finit AkG M est engendre par les
e le ments correspondant aux relations suivantes:
Type 1. [:i][:j ]=[:j ][:i ] pour tous i et j; [:j ]r j=1 pour
j=1, ..., t et [:i ][:i]&1=[:i]&1 [:i]=1 pour j=t+1, ..., n.
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Type 3. (:j )[:i ]=qi, j[:i ](:j ) pour tous i et j.
Rappelons que AkGM est isomorphe a l’alge bre tensorielle TkG VM qui
est une alge bre de Hopf car VM est un kG-bimodule de Hopf. En conse -
quence AkGM est une alge bre de Hopf de comultiplication donne e par:
2[:j ]=[:j ][:j ] et 2(:j )=[:j ] (:j )+(:j )1.
Des notations plus habituelles sont [:j ]=Kj et (:j )=Ej .
Proposition 4.10. Soient (qi, j ) i, j=1, ..., n des e le ments inversibles d ’un
anneau k ve rifiant qr ii, j=1 pour des entiers positifs ri avec it ou t est un
entier au plus e gal a n. Conside rons l ’alge bre de Hopf A de l ’exemple pre ce -
dent; elle est engendre e par [Ki ]i=1, ..., t ? [Ei ]i=1, ..., n soumis aux relations
Type 1. Ki Kj=Kj Ki pour tous i et j , K rii =1 pour 1it, Ki K
&1
i =
K&1i Ki=1 pour t+1in.
Type 3. Ej Ki=qi, jKiEj pour tous i et j.
(a) Soit (i, j ) un couple d ’indices de l ’ensemble [1, ..., n] pour lequel
qj, i=q&1i, j . L’ide al bilate re
(Ei Ej&q&1i, j EjEi )
est un ide al de Hopf.
(b) Soit (i, j ) un couple d ’indices de l ’ensemble [1, ..., n] pour lequel
qj, i=qi, j et qi, i=1q2i, j . L’ide al bilate re
(E 2i Ej&(qi, j+q
&1
i, j ) EiEj Ei+EjE
2
i )
est un ide al de Hopf.
Preuve. Soit # l’e le ment de l’alge bre de Hopf A de crit en (a) ou (b). Il
suffit d’e tablir dans chaque cas que 2# # A(#)+(#) A, ce qui se fait
par calcul direct. L’antipode fournie par le lemme 2.1 pre serve a chaque fois
l’ide al.
Remarque 4.11. Soit C=(ai, j) i, j=1, ..., n une matrice de Cartan syme tri-
que: ai, j # [0, &1] si i{j, ai, j=aj, i et ai, i=2. Conside rons l’alge bre de la
proposition pre ce dente fournie par un groupe abe lien de rang n en posant
qi, j=qai, j pour tous i et j ou q est un e le ment inversible de l’anneau k
ve rifiant qr j=1 pour j=1, ..., t si t{0, i.e. si G a de la torsion.
Pour les couples d’indices (i, j ) tels que ai, j=0, on a qj, i=q&1i, j =1 et
l’hypothe se (a) de la proposition 4.10 est satisfaite.
Lorsque ai, j=&1 on a qj, i=qi, j=q&1 et de plus qi, i=q2=1(q&1)2.
L’hypothe se (b) de 4.10 est alors satisfaite.
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En conse quence l’ide al bilate re engendre par les e le ments
EiEj&EjEi pour (i, j) avec ai, j=0 et
E 2i Ej&(q+q
&1) EiEj Ei+EjEi 2 pour (i, j ) avec ai, j=&1
est un ide al de Hopf.
L’alge bre quotient est note e U +q (C ), c’est la sous-alge bre positive des
groupes quantiques introduits par Jimbo et Drinfeld, [36].
Exemple 4.12. Soit G le groupe cyclique infini avec un ge ne rateur
de signe : marque avec le nombre 2: la famille de k-modules au dessus de
chaque e le ment de G est donne e par M(g)=0 si g{: et M(:)=kekf.
Ce dernier k-module libre de rang 2 est un kG-module a droite par action
diagonale du ge ne rateur:
e:=qe et f:=pf.
L’alge bre de Hopf AkGM est pre sente e par ge ne rateurs [:], [:]&1,
(:, e), (:, f ) et relations:
Type 1. [:][:]&1=[:]&1 [:]=1.
Type 3. (:, e)[:]=q[:](:, e) et (:, f )[:]=p[:](:, f ).
Rappelons que 2(:, e)=(:, e)1+[:] (:, e) et 2(:, f )=(:, f )1+
[:] (:, f ).
Changeons les notations tout en modifiant le quatrie me ge ne rateur:
K=[:], K &1=[:]&1, E=(:, e), F=[:]&1 (:, f ).
Nous obtenons EK=qKE et FK=pKF tandis que 2E=E1+KE
et 2F=FK &1+1F.
Assertion. L’ide al bilate re de AkGM engendre par EF&FE=
a(K&K &1) est un ide al de Hopf pour tout a # k de s que p=q&1. Cela suit
d’un calcul direct.
Remarque 4.13. Dans l’exemple pre ce dent 4.12, si q est le carre d’un
e le ment inversible et p=q&1, l’alge bre de Hopf quotient de AkGM par
l’ide al bilate re de l’assertion spe cifie en a=1- q&- q&1 est le groupe
quantique Uq(sl2), analogue quantique de l’alge bre enveloppante de
l’alge bre de Lie sl2 .
Exemple 4.14. Dans cet exemple nous montrons que les groupes quan-
tiques associe s aux matrices de Cartan syme triques introduits par Jimbo et
Drinfeld (voir [36]) sont des alge bres tensorielles d’un bimodule de Hopf
190 CIBILS ET ROSSO
File: 607J 160421 . By:CV . Date:18:03:97 . Time:09:30 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2743 Signs: 1398 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
sur une alge bre de groupe commutatif modulo un ide al bilate re ad-hoc; ce
dernier est un ide al de Hopf pre cise ment car la matrice de de part est une
matrice de Cartan.
Soit G un groupe abe lien de type fini comme a l’exemple 4.9,
G=(:1 , ..., :t , ..., :n | :rjj =1 pour 1 j t).
Conside rons une famille M=[M(g)]g # G de kG-modules de k-rang 2
concentre s au-dessus de chaque ge ne rateur:
M(:j )=kej kf j pour tout j de 1 a n.
On suppose M(g) nul si g n’est pas l’un des ge ne rateurs. Chaque M(:j ) est
l’espace d’une repre sentation diagonale de G:
e j:i=qi, j e j et f j :i=pi, j f j
ou les n-uples des q et p sont des e le ments inversibles de k. avec
qr ii, j=p
ri
i, j=1 pour i entre 1 et t.
L’alge bre de Hopf tensorielle TkGVM est isomorphe a l’alge bre de Hopf
AkGM (proposition 4.1). Cette dernie re est par de finition engendre e par
[[:j ]]j=1, ..., t ? [[:j], [:j]&1]j=t+1, ...n
? [(:j , ej )]j=1, ..., n ? [(:j , f j )]j=1, ..., n .
Les relations sont celles de type 1 et celles de type 3; ces dernie res s’e cri-
vent:
(:j , ej )[:i]=qi, j[:i](:j , ej ) et (:j , fj )[:i]=pi, j[:i](:j , fj ).
Changeons les notations en modifiant les derniers ge ne rateurs:
Kj=[:j], K&1j =[:j]
&1, Ej=(:j , ej) et Fj=[:j]&1 (:j , fj ).
En conse quence l’alge bre engendre e par les ge ne rateurs
[[Kj]]j=1, ..., t ? [[Kj], [Kj]&1]j=t+1, ...n ? [Ej]j=1, ..., n ? [Fj]j=1, ..., n
soumis aux relations
KiKj=KjKi , K rjj =1 ( j=1 } } } t),
Kj K &1j =K
&1
j Kj=1 ( j=t+1, ...n)
Ej Ki=qi, jKiEj et Fj Ki=pi, jKiFj
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est une alge bre de Hopf de comultiplication
2Ei=Ei1+Ki Ei et 2Fi=Fi K&1i +1Fi .
Indiquons maintenant les relations de Hopf qu’admet cette alge bre:
(a) Si qj, i=q&1i, j l’ide al bilate re
(Ei Ej&qj, iEjEi )
est un ide al de Hopf.
(a$) Si pj, i=p&1i, j l’ide al bilate re
(Fi Fj&pi, jFjFi )
est un ide al de Hopf.
(b) Si qi, j=qj, i et qi, i=q&2i, j l’ide al bilate re
(E 2i Ej&(qi, j+q
&1
i, j ) EiEj Ei+EjE
2
i )
est un ide al de Hopf.
(b$) Si pi, j=pj, i et pi, i=p2i, j l’ide al bilate re
(F 2i Fj&( pi, j+p
&1
i, j ) FiFj Fi+FjF
2
i )
est un ide al de Hopf.
(c) Si pi, i=q&1i, i l’ide al bilate re
(Ei Fi&FiEi&a(Ki&K&1i ))
est un ide al de Hopf pour tout a # k.
(d) Si qj, i=p&1i, j alors (EiFj&Fj Ei) est un ide al de Hopf.
Soit maintenant C une matrice de Cartan et q un e le ment inversible de
k, avec qrj=1 pour j=1, ... t. Si G n’a pas de torsion cette dernie re condi-
tion est vide.
Posons qi, j=qa i, j et pi, j=q&ai, j . On constate que lorsque ai, j=0 les
conditions de (a) et (a$) sont ve rifie es, tandis que si ai, j=&1 ce sont celles
de (b) et (b$) qui le sont. Les conditions de (c) et (d) sont toujours
ve rifie es.
L’alge bre de Hopf obtenue en faisant le quotient par les relations (a),
(a$) pour tous les couples (i, j ) avec ai, j=0, par les relations (b), (b$) pour
tous les couples (i, j ) avec ai, j=&1, par les relations (c) spe cifie es en
a=1q&q&1, et finalement par les relations (d) pour i{j est le groupe
quantique associe a la matrice de Cartan C.
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5. TRANSFORME E DE FOURIER DES BIMODULES DE HOPF
Dans cette section G de signe un groupe abe lien fini et k un corps conte-
nant toutes les racines de l’unite d’ordre l’exposant de G.
Conside rons B un kG-bimodule de Hopf de dimension finie; nous nous
proposons d’e tablir un isomorphisme entre les alge bres de Hopf TkGB et
Tk G B$ pour B$ un kG bimodule de Hopf de duit de B gra^ce a la transforme e
de Fourier des kG-bimodules de Hopf que nous introduisons. Par ce biais
nous obtiendrons les alge bres de Hopf TkGB isomorphes a TkG B*.
Commenc ons par rappeler quelques faits bien connus. Nous supposons G
muni d’un syste me minimal de ge ne rateurs [:1 , ..., :t]. Chaque choix
|=[|1 , ..., |t] de racines de l’unite dans k } avec ordre |i=ordre :i de termine
un isomorphisme /|: kG  kG ou kG de signe l’alge bre de Hopf du groupe et
kG l’alge bre de Hopf des fonctions sur G. A chaque e le ment :x=:x 11 } } } :
x t
t de




ou |xy=|x 1y 11 } } } |
x t yt
t . Cette indexation des caracte res irre ductibles de G
par des e le ments de G de pend du choix | effectue . L’isomorphisme inverse
associe a un e le ment de base $: x de kG l’e le ment 1|G | : y # G /|:x (:
&y ) :y=
1|G | : y # G |&xy: y. Ces isomorphismes d’alge bres de Hopf sont conside re s
comme une expression de la transforme e de Fourier.
De finition. Soit b(kG ) la cate gorie des kG-bimodules de Hopf de
k-dimension finie et soit | un choix de racines de l’unite effectue comme
pre ce demment. La transforme e de Fourier est l’endofoncteur F |: b(kG ) 
b(kG ) de fini par F |B=X|(B*) ou B* de signe le kG-bimodule de Hopf
obtenu en dualisant les actions et coactions de B (voir le lemme 3.2) et
X|: b(kG)  b(kG ) est le foncteur de restriction et corestriction des
scalaires par l’isomorphisme /| d’alge bres de Hopf.
Nous allons interpre ter la transforme e de Fourier en tant qu’endofonc-
teur de _g # G mod kG en utilisant les e quivalences V et W de la preuve de
la proposition 3.3. En particulier nous obtiendrons que F | est involutif.
Tout objet de mod kG est isomorphe a h # G mhSh ou Sh est le module
simple de dimension 1 dont le caracte re est /|h . Le caracte re de cette
somme directe est h # G mh/|h et la suite [mh]h # G caracte rise la classe
d’isomorphisme du kG-module.
Soit maintenant M # _g # G mod kG une famille de kG-modules au dessus
de chaque e le ment de G. Nous avons M(g)=h # G mh(g)Sh et la matrice
carre e d’entiers positifs ou nuls [mh(g)]h, g # G caracte rise M a isomor-
phisme pre s. Noter que le marquage de G de termine par VM est donne par
m(g)=h # G mh(g).
De finition. Soit M un objet de _g # G mod kG de matrice [mh(g)]h, g # G .
Le transforme de M note M est l’objet de _g # G mod kG caracte rise par la
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matrice [mh(g)]h, g # G ou m h(g)=mg&1(h&1). Noter que M de pend du choix
| de racines de l’unite .
Proposition 5.1. Soit VM un kG-bimodule de Hopf donne au moyen
d ’un objet M de _g # G mod kG. Alors F|(VM)$VM .
Preuve. Par additivite il suffit de de montrer le re sultat pour
M # _g # G mod kG donne par une matrice e le mentaire: m: b(:a)=1 pour
:a=:a 11 } } } :
a t
t et :
b=:b 11 } } } :
b t
t des e le ments fixe s de G, tandis que
mh(g)=0 si h{:b et g{:a. Pour cet objet M nous allons e tablir que
WF |(VM)$M ce qui e quivaut a F|(VM)$VM .
Les cocomposantes isotypiques du kG-bimodule de Hopf VM sont
:x+a(VM):x=kex pour :x # G et :
y
(VM):x=0 si :y:&x{:a.
Les actions de G pre servent ces cocomposantes isotypiques et l’on a
:yex=ex+y et ex: y=|byex+y . Pour de crire F|(VM) conside rons d’abord
le kG-bimodule de Hopf dual de VM. Ses composantes isotypiques sont:
$: x+a(VM)* $:x=kex* et $:y(VM)* $:x=0 si :y:&x{:a.
Les coactions gauche et droite sont donne es par:
$1 ex*= :
: y: z=:x
$:y ez* et $2 ex*= :
: y:z=:x
|bzey*$:z .
En utilisant l’isomorphisme /| et son inverse de crits pre ce demment on













:y, : z # G













:y, : z # G
|(b&z)(x&y)ey*:z.
La cocomposante isotypique droite (F|(VM))1 est engendre e en tant





:x, :y, :z # G
|&bx|(b&z)(x&y)ey*:z
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et il est facile d’e tablir que le coefficient de ey*1 est bien |&by tandis qu’il
est 0 pour ey*:z avec :z{1.
De me^me il est aise de constater que * est dans la cocomposante isotypi-
que gauche :
&b
(F |(VM)) car (X |$1)(*)=:&b*, ce qui montre de ja que
W(F |(VM)) est une famille de kG-modules nulle au dessus des e le ments
de G distincts de :&b.
La structure de kG-module a droite au-dessus de :&b s’obtient en
conjuguant la composante isotypique :
&b
(F |(VM))1=k* par les actions
droite et gauche. Re pertorions pour cela les actions sur la transforme e de
Fourier:
ex*.:y=ex*/|: y=ex* \:z |
yz$:z+=:z |
yzex*$: z=|yxex*
:y .ex*=/|: y ex*=\:z |
yz$: z+ ex*=|y(x+a)ex*.
Nous obtenons alors:
:&y .* .:y=:&y .\:x |
&bxex*+ .:y=:x |
&y(x+a)|&bx|yxex*=|&ay*
ce qui montre que W(F |(VM)) au-dessus de :&b est le kG-module
simple S: &a .
Corollary 5.2. La transforme e de Fourier des bimodules de Hopf est
involutive.
Preuve. Soit B # b(kG) et soit M # _g # G mod kG tel que B=VM. Nous
avons montre que F |B$VM , donc (F |)2 B$VM . Or il est clair que
M =M.
Enonc ons maintenant les re sultats mentionne s au de but de cette section:
The ore me 5.3. Soit B=VM un KG-bimodule de Hopf donne au moyen
d ’un objet M # _g # G mod kG. L’alge bre de Hopf TkG B est isomorphe a
Tk G (VM ).
Preuve. Soit | un choix de racines de l’unite effectue comme pre ce dem-
ment. Le transforme M que nous conside rons est celui qui correspond a ce
choix. Un isomorphisme : TkGVM  Tk G(VM )* d’alge bres de Hopf
gradue es est comple tement de termine par un isomorphisme d’alge bres de
Hopf 0: kG  kG et par 1 : VM  (VM )* un isomorphisme de kG-
bimodules de Hopf ou il faut bien su^r entendre que le kG-bimodule de Hopf
(VM )* est conside re comme kG-bimodule de Hopf a travers 0 .
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Conside rons l’isomorphisme 0=/| de termine par le choix | de racines
de l’unite et ve rifions que VM est un kG-bimodule de Hopf isomorphe a
X|(VM )*. Selon la proposition 5.1 nous avons que X|(VN)*$VN
pour tout kG-bimodule de Hopf N. Pour N=M on en de duit que
X|(VM )*$VM puisque M =M.
Proposition 5.4. Soit B=VM un kG-bimodule de Hopf. L’alge bre de
Hopf TkG B est isomorphe a Tk G B* si et seulement si il existe un choix de
racines de l ’unite | pour lequel M =M.
Preuve. En degre ze ro les isomorphismes kG  kG d’alge bre de Hopf
sont en bijection avec les choix | de racines de l’unite associe es a un
syste me minimal de ge ne rateurs de G. Soit /|: kG  kG un tel
isomorphisme. Un isomorphisme d’alge bres de Hopf TkGB  Tk G B*
prolongeant /| est de termine par un isomorphisme de kG-bimodules de
Hopf .: B  X|B*. Or si B=VM, on a X |B*=X |(VM)*=F |(VM)$
VM . Puisque V est une e quivalence de cate gories, . n’existe que lorsque
M=M .
Exemple 5.5. Soit G=(: | :r=1) et q une racine primitive r-ie me de
l’unite fixe e. Conside rons M une famille de kG-modules a droite concentre e
au-dessus de :, on a M(:)=ke avec e:=qe. L’alge bre AkGM=TkGVM est
U+- q conside re e a la remarque 4.13, voir aussi 4.11.
Identifions kG et kG au moyen de q la racine de l’unite que nous avons
choisi. Le module M(:) est alors le module simple indexe par :, on a
m:(:)=1 et mh(g)=0 autrement; ainsi m :&1(:&1)=1 puisque m h(g)=
mg &1(h&1) et donc M{M .
Si par contre nous identifions kG et kG au moyen de q&1 (l’inverse de la
racine de l’unite choisie au de but), le module M(:) correspond a :&1 au
travers de /q&1. Ainsi m: &1(:)=1 et mh(g)=0 autrement. On a m :&1(:)=1
c’est a dire que M =M pour ce choix de racine de l’unite .
Les isomorphismes de crits permettent d’e tablir un re sultat d’existence de
bases multiplicatives pour les alge bres de Hopf conside re es.
De finition. Un ensemble multiplicatif d’une k-alge bre associative
gradue e A est une k-base de la composante de degre 1 telle que l’ensemble
des produits non nuls de n e le ments de cette base est une k-base de la com-
posante de degre n pour tout n1. Les produits finis non nuls des e le ments
d’un ensemble multiplicatif constituent une base multiplicative de A.
The ore me 5.6. Si B est un kG-bimodule de Hopf l ’alge bre tensorielle
TkGB admet un ensemble multiplicatif. En conse quence l ’alge bre AkGWB qui
lui est isomorphe admet un ensemble multiplicatif pour la graduation associe e.
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Preuve. L’existence d’un ensemble multiplicatif suit de l’isomorphisme
entre les alge bres de Hopf TkGB et Tk G[V(WB)]* du the ore me 5.3. En effet
cette dernie re alge bre est celle des chemins d’un carquois puisque kG est
une alge bre semi-simple qui est le produit de copies de k. Or l’ensemble des
fle ches d’un carquois forme un ensemble multiplicatif de son alge bre des
chemins.
Remarquons que l’expression de cet ensemble multiplicatif dans TkGB
de pend de l’isomorphisme choisi.
6. CARQUOIS DE Uq(sl2)
Lorsque G est un groupe abe lien fini et k un corps contenant toutes les
racines de l’unite d’ordre l’exposant de G nous avons vu a la section
pre ce dente que l’alge bre de Hopf TkGVM est isomorphe a Tk G(VM )* ou
VM est un kG-bimodule de Hopf de termine par la famille M de kG-
modules au-dessus de chaque e le ment de G et M la famille transforme e
de termine e par un choix | de racines de l’unite associe es a un ensemble
minimal de ge ne rateurs de G.
L’alge bre Tk G(VM )* est l’alge bre des chemins d’un carquois puisque kG
est une alge bre semi-simple commutative de dimension finie. Le nombre de
fle ches de $h a $g est la dimension de la cocomposante isotypique
$g(VM )* $h du kG-bimodule (VM )*.
Proposition 6.1. Soit q une racine de l ’unite d ’ordre r. Le carquois de
Uq(sl2) a pour sommets l ’ensemble des entiers modulo r; de chaque sommet
x partent deux fle ches: ax de terminus x&2 et bx de terminus x+2.
Preuve. Rappelons comment nous obtenons Uq(sl2) pour q une racine
r-ie me de l’unite (Remarque 4.13): nous conside rons le groupe cyclique
G=(: | :r=1) et M une famille de kG-modules concentre e au-dessus du
ge ne rateur: M(:)=kekf avec action a droite donne e par e:=q2e et
f:=q&2f. Le kG-bimodule de Hopf VM fournit l’alge bre tensorielle
TkGVM qui peut e^tre pre sente e selon la proposition 4.1 par ge ne rateurs K,
E et F et relations Kr=1, EK=q2KE et FK=q&2KF, ou K=[:],
E=(:, e) et F=[:]&1 (:, f ). Le choix de racine de l’unite q donne un
isomorphisme d’alge bres de Hopf /: kG  kG avec /q(:)= qx$:x . La
matrice r_r qui caracte rise M est donne e par m: 2(:)=m:&2(:)=1 et
mh(g)=0 autrement. La matrice caracte risant la famille transforme e M est
m :&1(:&2)=m : &1(:2)=1, autrement dit M prend ses valeurs au-dessus de
:&2 et :2. Les deux kG-modules a droite sont isomorphes et de dimension 1.
Leur caracte re est donne par : [ q&1.
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La de finition du foncteur V montre que les cocomposantes isotypiques






pour tout :x # G. Toute autre cocomposante isotypique est nulle. Les
dimensions des composantes isotypiques de (VM )* fournissent donc les
carquois e nonce s.
L’alge bre de Hopf Uq(sl2) est le quotient de l’alge bre TkGVM de crite plus
haut par la relation EF&FE=(1q&q&1)(K&K&1) qui engendre un ide al
bilate re qui est un ide al de Hopf. Le re sultat suivant traduit cette relation
au niveau de l’alge bre des chemins du carquois.
Proposition 6.2. L’alge bre Uq(sl2) pour q une racine r-ie me de l ’unite
est le quotient de l ’alge bre des chemins du carquois de la proposition 6.1 par




$: x=:x # G .
Preuve. Nous souhaitons composer les isomorphismes AkGM  TkGVM
de la proposition pre ce dente et TkGVM  Tk G(VM)*, ce dernier e tant celui
de la proposition 5.1 spe cifie en la famille transforme e de la famille M.
Pre cisons les notations: [ex , fx] est la base de :
x+1VM:x avec :yex=ex+y ,
ex:y=q2yex+y , :yfx=fx+y , fx:y=q&2yfx+y . En ce qui concerne VM la
base de la cocomposante isotypique :
x&2
(VM ):x est ex et celle de
:x+2(VM ):x est f x . On a :ye x=e x+y , e x:y=q&ye x+y , :yf x=f x+y ,
f x :y=q&yf x+y . Les composantes isotypiques du kG-bimodule de Hopf
(VM )* sont donc
$x&2(VM )* $x=k(ex)* et $x+2(VM )* $x=k( f x)*.
En cohe rence avec l’e nonce de la proposition pre ce dente, posons (e x)*=ax
et ( f x)*=bx . Par ailleurs nous identifions M et M de la fac on e vidente. La
compose e d’isomorphismes mentione e au de but de cette preuve ope re de la
fac on suivante:
K=[:] [ : [ : qx$: x
E=(:, e) [ e0 [ : qxax
F=[:]&1(:, f ) [ :&1f0=f&1 [ q2 : bx .
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Il est acquis d’avance que les relations EK&q2KE et FK&q&2KF ont
image nulle par cette compose e, il est toutefois possible de proce der a la
ve rification directe.




: (qx&q&x) $:x .
En multipliant cette e galite a gauche et a droite par l’idempotent $:x on
obtient les relations e nonce es qui a leur tour ont pour conse quence la rela-
tion pre ce dente.
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